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高  三  诊  断  性  练  习 
数学答题分析 

1． 设复数 1 2,z z 满足 2 0z  ，且 1 2 22z z z  ，则 1z 可以是 

 A． 1 i   B． 2 2i  C． 1 3i   D． 4i   
【答案】C． 
【考查意图】本小题以复数为载体，考查复数、共轭复数的定义以及复数的模及运算性质

等基础知识，考查运算求解能力、逻辑推理能力等，考查化归与转化思想，考查数学运算、

逻辑推理等核心素养，体现基础性． 
【答题分析】只要理解复数及共轭复数的概念，复数的模的定义及运算性质，即可解决问

题；或者利用复数的代数形式表示其模，进行运算，亦可解决问题． 

解法一：由 1 2 22z z z  得 1 2 22z z z  ，因为 2 2z z ，所以 1 2 22z z z  ，又 2 0z  即

2 0z  ，可得 1 2z  ．因为 1 i 2   ，故 A 选项错误；因为 2 2i 2 2  ，故 B 选项错

误；因为 4i 4 ，故 D 选项错误，故选 C． 

解法二：设 1 iz a b  ， 2 iz x y  ， , , ,a b x yR ，则 2 iz x y  ， 

可得    1 2 iz z ax by bx ay     ，所以    2 2

1 2z z ax by bx ay     ， 

化简得   2 2 2 2
1 2z z a b x y    ，又 2 2

2z x y  ，且 2 0z  ， 

由题意得   2 2 2 2 2 22a b x y x y    ，故 2 2 2a b  .因为 1 i 2   ，故 A 选项错

误；因为 2 2i 2 2  ，故 B 选项错误；因为 4i 4 ，故 D 选项错误，故选 C． 

【错因分析】 
错选 A，运用复数代数形式求模的公式时，忘记开方，导致错误； 

错选 B，概念不清，误认为复数 iz a b  的模为 z a b  ，导致错误； 

错选 D，概念不清，误认为复数 iz a b  的模为 z a b  ，导致错误．  

【难度属性】属于容易题． 

2． 设集合  1,2,4A  ，  2 4 0ZB x x x m     ．若  1,2A B  ，则 A B   

 A． 1,2,3  B． 1,2,4       C． 0,1,2,3  D． 1,2,3,4  

【答案】D． 
【考查意图】本小题以一元二次不等式为载体，考查集合的运算、一元二次不等式等基础

知识，考查逻辑推理能力、运算求解能力等，考查数形结合思想、函数与方程思想等，考

查逻辑推理、数学运算等核心素养，体现基础性和综合性． 
【答题分析】． 

解法一：设   2 4f x x x m   ，因为  1,2,4A  ，  1,2A B  ，所以1 ,2 ,4B B B   ， 

  故

 
 
 

1 0,

2 0,

4 0,

f

f

f






 ≥

即

1 4 0,

4 8 0,

16 16 0,

m

m

m

  
   
   ≥

所以0 3m ≤ . 

  所以  0 0f m ≥ ，  3 9 12 0f m    . 

  0 ,3B B  .所以  1,2,3,4A B  ，故选 D． 



数学答题分析  第 2 页（共 25 页） 

解法二：注意到  1,2A B    ，所以 16 4 0m    ，解得 4m  ． 

故  2 4 2 4B x m x m       Z ， 

因为  1,2,4A  ，  1,2A B  ，所以1 ,2 ,4B B B   ， 

可得
2 4 1,

2 4 4,

m

m

   


  ≤
解得0 3m ≤ ， 

因为 23 4 3 3 0m m      ，所以3 B ；又 20 4 0 0m   ≥ ，所以0 B . 
所以  1,2,3,4A B  ，故选 D． 

解法三：因为  1,2,4A  ，  1,2A B  ，所以1 ,2 ,4B B B   ， 

又因为抛物线 2 4y x x m   的对称轴为 2x  ， 

所以由1 B 知3 B ；由 4 B 知 0 B ， 
所以  1,2,3,4A B  ，故选 D． 

解法四：因为  1,2,4A  ，故 A B 必含有元素 4，故排除选项 A 和 C； 

又因为  1,2A B  ，所以1 B ，而 2 4y x x m   的对称轴为 2x  ，可得3 B ， 

所以  1,2,3,4A B  ，故选 D． 

【错因分析】 
错选 A，未能正确理解集合的运算，导致错误； 
错选 B，未能根据二次函数的对称性得到3 B ，导致错误； 
错选 C，未能正确理解集合的运算，导致错误． 
3． 现用甲、乙两台3D打印设备打印一批对内径有较高精度要求的零件．已知这两台3D打

印设备在正常工作状态下打印出的零件内径尺寸 Z (单位: μm )服从正态分布

 2100,3N ．根据要求，正式打印前需要对设备进行调试，调试时，两台设备各试打了5

个零件，零件内径尺寸 (单位: μm )如茎叶图所示．根据以上信息，可以判断 

A．甲、乙两台设备都需要进一步调试             

B．甲、乙两台设备都不需要进一步调试 

C．甲需要进一步调试，乙不需要进一步调试         

D．乙需要进一步调试，甲不需要进一步调试 
【答案】D 
【考查意图】本小题以正态分布为载体，考查3 原则等基础知识；考查运算求解能力等；

考查统计与概率思想等；考查数学运算、数据分析等核心素养；体现基础性和应用性． 

【答题分析】因为零件内径Z (单位: μm )服从正态分布  2100,3N ，所以 100= ， =3 ，

所以 3 91=  ， +3 109=  ，根据3 原则，因为甲的 5 个零件的内径均满足91 Z 109≤ ≤ ，

而乙有一个零件内径为  90 91 109 ， ，所以乙需要进一步调试，甲不需要进一步调试． 
【错因分析】 
错选 A，没有掌握3 原则，以为零件的内径都应为 100 μm，导致错误； 
错选 B，误认为 +3Z  ≤ 即可，导致错误；  
错选 C，学生将甲乙数据看反，导致错误． 
【难度属性】属于容易题． 
4． 甲、乙等 6 位同学去三个社区参加义务劳动，每个社区安排 2 位同学，每位同学只去

  甲  乙   

 9 8 9 0 7 9 

2 1 0 10 1 5  
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一个社区，则甲、乙到同一社区的不同安排方案共有 

A．6 种             B．18种             C．36 种             D．72种 

【答案】B 
【考查意图】本小题以同学参加义务劳动为载体，考查排列组合等基础知识，考查运算求

解能力等，考查数学运算等核心素养，体现基础性，渗透德育教育和劳动教育． 
【答题分析】 
解法一：先确定甲、乙去的社区，再依次确定去剩下两个社区中每个社区的同学，共

1 2 2
3 4 2 =18C C C 种． 

解法二：将甲、乙分为同一组，剩余的 4 人平均分为两组共
2 2
4 2

2
2

C C

A
种方法，再将三种分配

到三个社区共
2 2

34 2
32

2

=18
C C

A
A

种． 

解法三：将 6 位同学平均分配到三个社区共有 2 2 2
6 4 2 =90C C C 种方法，其中甲、乙不在同一社

区的分配方法共有 1 1 2 3
4 3 2 3 =72C C C A ，所有甲、乙到同一社区的方案种数为90 72=18 种． 

【错因分析】 
错选 A，将甲、乙分为同一组，剩余的 4 人平均分为两组，没有进行分配，导致错误； 

错选 C，将除甲、乙外剩余的 4 人平均分为两组时误列为 2 2
4 2C C ，导致错误；  

错选 D，先分组再分配时误算成 2 2 3
4 2 3C A A ，导致错误． 

【难度属性】属于容易题． 
5． 甲、乙、丙三位同学参加学习脱贫干部黄文秀、戍边英雄陈红军、人民科学家南仁东、

抗疫英雄张定宇等英雄的先进事迹知识竞赛．该竞赛共有十道判断题，三位同学的答题

情况如下： 

   题号 

选手 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

甲 √ √ × √ × √ × × √ × 

乙 √ √ × × √ × √ √ × × 

丙 × √ √ × √ √ √ × √ √ 

 考试成绩公布后，三个人都答对了 7 道题，由此可知，1~10 题的正确答案依次是 

A．√、√、×、×、√、√、√、×、√、× 

B．√、√、×、×、√、×、√、×、√、×        

C．√、√、×、×、√、√、√、√、√、×        

D．√、×、×、×、√、√、√、√、√、× 
【答案】A． 
【考查意图】本小题以学习英雄事迹为背景，要求考生依据三位学生的答题情况推理十道

试题的正确答案，考查逻辑推理能力和创新能力等，考查逻辑推理等核心素养，体现基础

性和应用性，渗透德育教育． 
【答题分析】只要根据题意，将选项中与所给信息进行比对检验，即可解决问题；或者通

过观察发现三人的答题情况的特征，进行合理推断，即可解决问题． 
解法一：若 A 选项是正确的，则甲同学答题出错的题号分别是：4，5，7 三题，乙同学答
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题出错的题号分别是：6，8，9 三题，丙同学答题出错的题号分别是：1，3，10 三题，符

合题意．故选 A． 
解法二：由题意得，三人一共错了 9 道题．观察发现，第 2 题三人答案相同，其余 9 道题

中，每道题都是恰有两人答案相同，一人不同．故每题至少错一人，所以 9 道题一共至少

错 9 题，从而第 2 题必然是三人全对，且其余 9 道题中，每题都是对两人，错一人．故正

确答案应为√、√、×、×、√、√、√、×、√、×，故选 A． 
【错因分析】 
 无法有效地通过先观察、发现规律，在经过严密的推理得出结论；也不能利用所给的

选项代入检验得出结论. 
【难度属性】属于中档题． 
6． 音乐是用声音来表达人的思想感情的一种艺术．声音的本质是声波，而声波在空气中的振

动可以用三角函数来刻画．在音乐中可以用正弦函数来表示单音，用正弦函数相叠加表示和

弦．某二和弦可表示为   sin 2 sin 3f x x x  ，则函数  y f x 的图象大致为 

   

y

xO

       

y

xO

 
                    A                                       B                                                      

 

y

xO

       

y

xO

 
        C                                       D           

【答案】A 

【考查意图】本小题以音乐中的声波函数为背景，以三角函数知识为载体，考查正弦函数

的图象与性质等基础知识；考查直观想象能力、逻辑推理能力等，考查化归与转化思想、

数形结合思想等，考查直观想象、数学抽象等核心素养，体现基础性，渗透美育教育. 
【答题分析】分析函数 )(xf 的奇偶性及周期性，通过作出

两个函数 xy 2sin 与 xy 3sin 在一个周期内的图象，通过

函数叠加的方法，可以得到函数 )(xf 的大致图象. 或者通

过求出函数 )(xf 的零点，考察零点之间的距离，并结合

)(xf 的奇偶性及 )(xf 的函数值符号，得到正确答案. 

解法一：如图所示，作出两个函数 xy 2sin 与 xy 3sin 在

一个周期内的图象，通过函数叠加可以得到函数 )(xf 的大

致图象，选 A. 
解法二：因为 )(xf 是奇函数，排除 D. 

因为 00 x ， ),0( 0xx ， 0)( xf ，排除 C. 
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令 0)( xf ，得 xx 3sin2sin  ，所以 )3sin(2sin xx  ， 

则 2 3 2 πx x k   或 2 ( 3 ) π 2 πx x k    ， .Zk 即
2

π
5

x k 或 π 2 πx k   ， .Zk  

考虑  0,2πx ，则 0x ，
2π

5
x  ，

4π

5
x  ， πx  ，

6π

5
x  ，

8π

5
x  ， 2πx  . 

从零点之间的距离大小可排除 B. 
【错因分析】 
错选 B，函数 xy 2sin 与 xy 3sin 的叠加情况判断出错. 

错选 C， )(xf 的函数值的正负符合判断出错. 

错选 D， )(xf 的奇偶性判断出错. 

【难度属性】属于中档题. 

7．已知实数 ,a b满足 5e aa  ， 3 ln2 ln e bb   ，则 ab   

 A．3  B．7  C． 3e               D． 7e  
【答案】C 
【考查意图】本小题以方程为载体，考查指、对数运算及相关函数的单调性等基础知识；

考查逻辑推理能力、运算求解能力和创新能力等，考查化归与转化思想、函数与方程思想、

数形结合思想等，考查逻辑推理、数学运算等核心素养，体现综合性和创新性. 

【答题分析】 

解法一：易知直线 y x 与 5e xy  有且只有一个交点，且 5 5 (ln 2)e , ln 2 ea ba b     ，所以

ln 2a b  ，故 3 ln 3(ln 2) e ebab b b b     ，选 C. 

解法二： 5e aa  两边取自然对数得 ln 5a a  ， 3 lnln 2 e bb   两边取自然对数得

ln(ln 2) 3 lnb b   ，即 ln 2 ln(ln 2) 5b b    ，而函数 lny x x  是增函数，所以

ln 2a b  ，故 3 ln 3(ln 2) e ebab b b b     ，选 C. 

解法三：由 5e aa  得
5e

ea
a

 ，其中 0a  ；  
3 5

2
2

e e
ln e

e
b

b b
  ，令 2e , 0t b t  ，得

5e
ln t

t
 . 

当 (0, )x  时，考察函数      
5e

e ,g ln ,xf x x x h x
x

   ， 

设      F x f x h x  ，      G x g x h x  ，则正数 ,a t分别为函数  F x ，  G x 的零点. 

当 (0, )x  时，  f x 单调递增，  h x 单调递减，故  F x 单调递增， 

又  1 0F  ，且  5e 0F  ，所以在 (0, )x  ，  F x 存在唯一的零点，即为 a， 

记  1y f a ，则  1,P a y 为两函数  y f x 与  y h x 图象的公共点； 

又同理得  G x 在 (0, )x  单调递增，又  1 0G  ，  5e 0G  ，所以在 (0, )x  ，  G x

存在唯一的零点，即为 t，记  2y g t ，则  2,Q t y 为两函数  y g x 与  y h x 图象的公

共点.注意到 exy  与 lny x 的图象关于 y x 对称，且
5e

y
x

 的图象也关于 y x 对称，故

,P Q两点关于 y x 对称，即
2

1

,

,

a y

t y


 

 

又因为  1,P a y 在
5e

y
x

 图象上，故 5
1 ea y  ，即 5ea t  ，即 2 5e ea b  ，得 3ea b  . 
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解法四： 3 lnln 2 e bb   化简得 3(ln 2) eb b   .设 ( ) (ln 2)f x x x  ，则 ( ) ln 3f x x   ，所以
3(0,e )x  时， ( ) 0f x  ， ( )f x 单调递减； 3(e , )x   时， ( ) 0f x  ， ( )f x 单调递增.而

(e) 3ef  ， 2 2(e ) 4ef  ，故 2(e,e )b .函数 5( ) e xg x x   单调递增，且 2(3) 3 e 0g    ，

(4) 4 e > 0g   ，所以 (3,4)a .因此 2(3e,4e )ab ，可排除 A、B、D，故选 C. 

【错因分析】 

错选 A， 5e aa  两边取自然对数得 ln 5a a  ， 3 lnln 2 e bb   ，两边取自然对数得

ln(ln 2) 3 lnb b   ，即 ln 2 ln(ln 2) 5b b    ，而函数 lny x x  是增函数，所以

ln 2a b  ，因此 ln( ) ln ln ln 2 3ab a b a a      ，但忘记把 ln( )ab 的值转为 ab的值. 

错选B，得到 ln 2a b  的过程与选A的相同，只是在计算 ln( ) ln ln ln 2 7ab a b a a     
时，因符号化反了，也忘记把 ln( )ab 的值转为 ab的值. 

错选 D，与选 B 的计算错误相同，不同的是把 ln( )ab 的值转为 ab的值. 

【难度属性】属于中档题. 

8．某地举办“迎建党 100 周年”乒乓球团体赛，比赛采用新斯韦思林杯赛制（5 场单打 3
胜制，即先胜 3 场者获胜，比赛结束）．现有两支球队进行比赛，前 3 场依次分别由甲、

乙、丙和 A、B、C 出场比赛．若经过 3 场比赛未分出胜负，则第 4 场由甲和 B 进行比

赛；若经过 4 场比赛仍未分出胜负，则第 5 场由乙和 A 进行比赛．假设甲与 A 或 B 比赛，

甲每场获胜的概率均为 0.6 ；乙与 A 或 B 比赛，乙每场获胜的概率均为 0.5 ；丙与 C 比

赛，丙每场获胜的概率均为 0.5 ；各场比赛的结果互不影响．那么，恰好经过 4 场比赛分

出胜负的概率为 
 A．0.24  B．0.25  C．0.38  D．0.5   
【答案】C． 
【考查意图】本小题以乒乓球比赛问题为载体，考查独立事件、互斥事件的概率等基础知

识，考查运算求解能力、逻辑推理能力、数学建模能力等，考查统计与概率思想，分类与

整合思想，化归与转化思想等，考查数学运算、逻辑推理、数学建模和数学抽象等核心素

养，体现基础性和应用性，渗透体育教育． 
【答题分析】只要能通过阅读理解比赛的规则，将所求事件分成甲所在球队获胜和 A 所在

球队获胜这两类．分析得到获胜的球队必在最后一场比赛中获胜，且前三场比赛恰有两场

获胜，进而分别利用相互独立事件的概率公式求出相应概率，再利用互斥事件的概率加法

公式即可得出结论． 
解法：记“恰好经过 4 场比赛分出胜负”、“恰好经过 4 场比赛甲所在球队获胜”、“恰好经

过 4 场比赛 A 所在球队获胜”分别为事件 D、E、F．则 E，F互斥，且      P D P E P F  ． 

若事件 E 发生，则第四场比赛甲获胜，且前 3 场比赛甲所在球队恰有一场比赛失利，由于

甲对 A、B 比赛每场获胜的概率均为0.6 ；乙对 A 比赛每场获胜的概率为0.5；丙对 C 比

赛每场获胜的概率为0.5，且各场比赛结果相互独立，所以甲所在球队恰好经过 4 场比赛

获得胜利的概率为    1
20.6 0.4 0.5 0.5 0.6 0.5 0.5 0.24P E C         ， 

若事件 F 发生，则第四场比赛 B 获胜，且前 3 场比赛 A 所在球队恰有一场比赛失利，由于

甲对 A、B 比赛每场获胜的概率均为0.6 ；乙对 A 比赛每场获胜的概率为0.5；丙对 C 比

赛每场获胜的概率为0.5，且各场比赛结果相互独立，所以 A 所在球队恰好经过 4 场比赛

获得胜利的概率为    1
2=0.4 0.6 0.5 0.5 0.4 0.5 0.5 0.14P F C        ， 

所以       0.38P D P E P F   ， 故选 C． 

【错因分析】 
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错选 A，审题不到位，误认为甲所在球队获胜； 
错选 B，错将甲所在球队获胜时前三场中乙或丙失利的概率算成0.6 0.5 0.5  ，且将 A 所

在球队获胜时前三场中 B 或 C 失利的概率算成0.4 0.5 0.5  ； 
错选 D，错将事件“恰好经过 4 场比赛分出胜负”理解成 4 场比赛中获胜球队恰好胜三场． 
【难度属性】属于中档题． 

9．已知  tan tan tan      ，其中  π

2
Z

k
k   且  π

2
Z

m
m   ，则下列结论一定

正确的是 
 A．  sin 0      B．  cos 1      

C． 2 2sin sin 1
2 2

 
    D． 2 2sin cos 1      

【答案】AD 
【考查意图】本小题以角的正切关系为载体，考查三角恒等变换等基础知识，考查运算求

解能力、逻辑推理能力等，考查化归与转化思想、函数与方程思想等，考查数学运算、逻

辑推理等核心素养，体现基础性和综合性。 
【答题分析】可以由条件得到 0tantan   ，从而 π,k k Z    ，再逐项分析；或利

用特殊值排除两个选项，即可得出正确选项． 

解法一：由条件得， 



tantan
tantan1

tantan





，从而得到 0tantan   ， 

所以 π , Zk k    ，即 π, Zk k    ，所以   0sin   ，故 A 正确． 

对于 B 选项，由于    cos cos π 1k     ，故 B 错误； 

对于 C 选项，因为 2 2 2 2π
sin sin sin sin

2 2 2 2 2

k        
 

，当 k为偶数时， 

2
sin2

2
sin

2
sin

2
sin

22
sin

2
sin

2
sin 2222222 







 
k

，故 C 错误. 

对于 D 选项，又  2 2 2 2 2 2sin cos sin π cos sin cos 1k            ，所以 D 正确. 

解法二：由条件得，
 
 

 












coscos

sin

cos

sin

cos

sin

cos

sin 





，所以   0sin   ，或

   coscoscos  ，即   0sin   或 0sinsin  （由条件舍），故 A 正确；其余

解法同解法一. 

解法三：取
π 3π

4 4
  ， ，可判断  cos 1    ，故 B 错误，取

π π

4 4
   ， ，

2 2sin sin 1
2 2

 
  ，故 C 错误，故只能 A,D 正确. 

【错因分析】 
漏选 A，将 sin πk 的值错记为 1； 
错选 B，只考虑 π,k k Z    中 k为奇数的情况，而事实上    cos cos π 1k     ； 

错选 C，得到 π,k k Z    时，忽略了
π

,
2 2 2

k
k Z

 
    中 k为偶数的情况； 

漏选 D，将 π,k k Z    代入  22 cossin  时错误得到 1cossin 22   ，导致漏选. 

【难度属性】属于容易题． 
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10．函数  f x 的定义域为 I ．若 0M  使得 x I  均有  f x M ，且函数  1f x  是偶

函数，则  f x 可以是 

 A．   ln
2

x
f x

x



    B．    π

sin cos 2π
2

f x x x
   
 

   

C．   1 1

2 2 4x
f x  


     D．   0, ,

1,
RQ

Q

x
f x

x


 




   

【答案】BD 
【考查意图】本小题以抽象函数的性质为载体，考查具体初等函数的图象与性质等基础知

识，考查逻辑推理能力、运算求解能力等，考查函数与方程思想、数形结合思想等，考查

数学抽象、数学运算、逻辑推理、直观想象等核心素养，体现基础性和综合性. 
【答题分析】只要理解所给条件的含义，再逐项分析；或根据函数的性质排除两个选项即

可得到正确选项. 
解法一：对于 A 选项，因为  f x 函数的值域为  ,0 ，所以 A 错误； 

对于 B 选项，       π π
1 sin 1 cos 2π 1 cos cos 2π

2 2
f x x x x x

        
 

，易知该函数为偶

函数，由三角函数的有界性知，存在正实数M ，满足   Mxf  ，故 B 正确； 

对于 C 选项，由条件得    xgxf
x





 4

1

22

1
1

1
， 

由于      1 1

1 1 1 2

2 2 2 2 2 2 1

x

x x x
g x g x   


    

  
，∴  1xf 不是偶函数，故 C 错误； 

对于 D 选项，由条件知，  f x 的值域为 1,0 ，满足存在正实数M ，满足   Mxf  ，且

  0, ,
1

1,
RQ

Q

x
f x

x


  




，故  1xf 为偶函数，故 D 正确. 

解法二：对于 A 选项，由于  f x 函数的值域为  ,0 ，所以错误；由  1xf 为偶函数，

可知    1 1f x f x    ，即    2f x f x  ，但对于 C 选项，    1 1
0 , 2

12 12
f f   ，矛

盾，故错误；于是可知正确选项为 BD. 
【错因分析】 

错选 A，错误地求出   





















1

2
1ln

1

1
ln1

xx

x
xf 值域为  2ln0， ； 

漏选 B，将  1xf 错误地化简为    π
1 sin cos 2π

2
f x x x

     
 

，故错误地判断  1xf 不

是偶函数； 

错选 C，错认为  
4

1

22

1
1

1





x
xf 为偶函数，且值域为 








4

1
,

4

1
，满足条件，故而错选； 

漏选 D，不理解该函数所表示的意义. 
【难度属性】属于中档题． 
11．已知正方体 1 1 1 1ABCD A BC D 的棱长为 2，M 为 1AA 的中点，平面 过点 1D 且与CM 垂

直，则 
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F

E

M

D1 C1

B1A1

D C

BA

A．CM BD   B． BD∥平面  

C．平面 1C BD∥平面  D．平面 截正方体所得的截面面积为
9

2
 

【答案】ABD 

【考查意图】本小题以正方体为载体，考查直线与直线、直线与平面、平面与平面的位置

关系等基础知识，考查直观想象能力、逻辑推理能力等，考查直观想象、逻辑推理等核心

素养，体现基础性与综合性. 
【答题分析】从空间点线面的平行与垂直的判定与性质出发，综合分析其内在逻辑关系；

或从判定线面垂直的思路方法出发，找到正方体侧面 DDAA 11 和底面 ABCD内与CM 成垂

直关系的线，确定平面 截正方体的截面，便可做出准确判断和计算. 
解法一：因为 ACBD  ， AMBD  ， AM AC A ， 
所以 BD 面 AMC，所以 CMBD  ，故 A 正确. 

取 AD中点 E，由平面几何知识可得 DMED 1 ，又 EDCD 1 ， 

DM CD D ，所以 ED1 面CDM ，所以 CMED 1 ， 

过点 E作 EF∥ BD，所以 EFCM  ，
1D E EF F ， 

所以 CM 平面 11EFBD ，所以平面 截正方体所得的截面 

即为梯形 11EFBD ，如图所示. 

由 EF∥ BD， BD ， EF 平面 ，得 BD∥平面 ， 
故 B 正确. 

因为平面 11DAB ∥平面 BDC1 ，而平面 11DAB 平面 11DB ， 

则平面 BDC1 与平面 不平行，故 C 不正确. 

因为截面为梯形 11EFBD ，通过数量关系计算可得截面面积恰为
2

9
，故 D 正确. 

解法二：因为 ACBD  ， AMBD  ，AM AC A ，所以 BD 平面 AMC，所以 CMBD  ，

故 A 正确. 

若 BD ，则平面 即为平面 11BBDD ，所以 CM 1DD ，所以 1AACM  ，这不可能，

所以 BD ，又因为 CMBD  ， CM ，则 BD∥平面 ，故 B 正确. 

若平面 BDC1 ∥平面 ，则 CM 平面 BDC1 ，所以 1BCCM  ， 

所以 1ADCM  ，因为 1ADCD  ，所以 1AD 平面CDM ，所以 DMAD 1 ，这不可能， 

故 C 不正确. 
D 选项的判断同解法一. 
【错因分析】 
漏选 A，未能得到CM 在底面 ABCD上的射影为 AC . 
漏选 B，不能得到 CMBD  且 BD 平面 ，或不能准确找到平面 与底面 ABCD的交线. 
错选 C，误认为平面 即为平面 11DAB . 

漏选 D，不能有效从线面垂直的判定的角度出发，准确画出平面 截正方体所得截面图形. 
【难度属性】属于中等题. 

12．已知抛物线 2: 4E y x 的焦点为 F ，准线 l交 x轴于点C，直线m过C且交 E于不同的

,A B两点， B在线段 AC上，点 P为 A在 l上的射影．下列命题正确的是 

 A．若 AB BF ，则 AP PC  B．若 , ,P B F三点共线，则 4AF    

 C．若 AB BC ，则 2AF BF  D．对于任意直线m，都有 2AF BF CF   
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【答案】BCD． 
【考查意图】本小题以抛物线为载体，考查抛物线的定义、直线与抛物线的位置关系、基

本不等式等基础知识，考查运算求解能力、逻辑推理能力等，考查数形结合思想、函数与

方程思想等，考查数学运算、直观想象等核心素养；体现综合性． 
【答题分析】只要作出图形，根据已知条件写出直线m的方程，联立直线与抛物线 E的方

程，利用韦达定理得到 1x 与 2x 的关系，逐项分析即可得出结论，对于 A 选项，还可以利用

反证法进行分析． 

解法一：由已知条件可得  1,0F ，  1,0C  ． 

由抛物线的对称性，不妨设直线m的方程为   1 0y k x k   ，  1 1,A x y ，  2 2,B x y ． 

依题意 1 2x x ，由
 

2

1 ,

4

y k x

y x

  



整理，得  2 2 2 22 4 0k x k x k    ． 

当  22 4 22 4 4 16 16 0k k k       ，即 0 1k  时，由韦达定理，

得
2

1 2 2

4 2k
x x

k


  ， 1 2 1x x  ． 

对于 A 选项，因为直线 BF的斜率为
2

2 1

y

x  ， AB BF ， 

所以
2

2

1
1

y
k
x
  

 ，即
2 2

2 2

1
1 1

y y

x x
  

  ． 

又 2
2 24y x ，所以 2

2 24 1 0x x   ，解得 2 5 2x   ，所以 1 5 2x   ． 

所以 5 3AP AF   ，
1 8 4 5PC y   ， 

故 AP PC ．故 A 错误； 

对于 B 选项，易得  11,P y ，所以  2 21,FB x y 


，  12,FP y 


． 

当 , ,P B F三点共线时，  1 2 21 2 0y x y   ， 

所以     1 2 21 1 2 1 0k x x k x     ， 1 2 2 13 1 0x x x x    ． 

由 1 2 1x x  和 1 2 2 13 1 0x x x x    解得 1 3x  ， 

所以 1 1 4AF x   ．故 B 正确； 

对于 C 选项，过 B作 BQ l ，垂足为Q．由已知可得 AP BQ∥ ， 

所以
BQ BC

AP AC
 ．又 AB BC ，所以 2AP BQ ．由抛物线的定义，得

AF AP ， BF BQ ．因此 2AF BF ．故 C 正确； 

对于 D 选项，因为 1 1AF x  ， 2 1BF x  ， 

所以 1 2 1 22 2 2 4AF BF x x x x     ≥ ，又 1 2x x ， 2CF  ， 

故 2AF BF CF  成立．故 D 正确． 

解法二：对于选项 A，假设 AP PC 成立，则 APC△ 为等腰直角三角形， 45ACP  ，

45ACF  ． AB BF ，所以 BCF△ 为等腰直角三角形，则点 B在 y轴上，这与已知条
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件显然矛盾，故 AP PC ．故 A 错误，其他选项同解法一进行判断． 

【错因分析】 
错选 A，直接通过作图直观判断导致错误； 
漏选 B，记错焦半径公式，从而漏选； 

漏选 C，搞错点 ,A B的位置，从而误得到 2BF AF ，漏选； 

漏选 D，利用基本不等式时，认为可以取等号． 
【难度属性】属于难题． 

13．曲线    1 ln 1y x x   在 0x  处的切线方程为      ． 

【答案】 y x （或写成 0x y  ）. 

【考查意图】本小题考查导数的运算、导数的几何意义等基础知识，考查运算求解能力等，

考查函数与方程思想等，考查数学运算等核心素养，体现基础性. 
【答题分析】利用导数几何意义求出切线的斜率，然后利用点斜式写出切线方程. 
解法： ln(1 ) 1y x    ，所以曲线在 0x 处的切线斜率为1，又求得切点为 )0,0( ，所以所

求切线方程为 y x . 

【错因分析】求导运算出错. 
【难度属性】属于容易题. 

14．已知△ ABC的外心为O， 2AO AB AC 
  

， 1AO AB 
 

，则 AO AC 
 

      ． 

【答案】
3

2
. 

【考查意图】本小题以平面向量为载体，考查向量的加法、数乘运算及其几何意义，平面

向量的数量积等基础知识；考查运算求解能力、直观想象能力等，考查数形结合思想、化

归与转化思想等，考查数学抽象、直观想象和数学运算等核心素养；

体现基础性和综合性. 

【答题分析】由 ACABAO 2 ，得O为线段 BC的中点，又因为 

O为△ ABC的外心，则 BC为圆O的直径，又由 1 ABAO ，可

求得向量 AO


，AC的模长与夹角，从而可计算 AO AC
 

的值.也可考

虑用坐标法或数量积的几何意义进行求解. 

解法一：由 ACABAO 2 ，得O为线段 BC的中点，又因为O为△

ABC的外心，则 BC为圆O的直径，又由 1 ABAO 得△OAB为等边三角形， 60B ，

2BC ，则 3AC ， 

30OAC ，所以
3

1 3 cos30
2

AO AC     
 

. 

解法二：同解法一可得△OAB为等边三角形， 60B ， 2BC ，

则 3AC ，建立如图所示的平面直角坐标系，  

易得 ),0,0(A ),0,1(B ，)3,0(C )
2

3
,

2

1
(O ， 
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所以
1 3

( , ),
2 2

AO 


)3,0(AC ，所以
3

2
AO AC 
 

. 

解法三：同解法一可得△OAB为等边三角形， 60B ， 2BC ，则 3AC ，所以 AO


在 AC方向上的投影为
3

2
，由数量积的几何意义得

3 3
× 3

2 2
AO AC  
 

. 

【错因分析】不能通过向量关系 ACABAO 2 ，得到三角形的外心为 BC边的中点，从

而无法得出
π

2
BAC  ，导致错误；对向量运算的几何意义理解不够，不能有效找到相应

的几何关系导致错误；向量关系转化为几何关系过程中，向量的模、夹角出错. 

【难度属性】属于容易题. 

15．已知双曲线  
2 2

2 2
: 1 0, 0
x y

C a b
a b

    ，以原点O为圆心、C的焦距为半径的圆交 x轴

于 ,A B两点，P  是圆O与C的一个公共点．若 3PA PB ，则C的离心率为      ． 

【答案】
7 3

2


． 

【考查意图】本小题以圆与双曲线为载体，考查圆的性质、双曲线的定义及简单几何性质

等基础知识，考查运算求解能力、直观想象能力和逻辑推理能力等；考查数形结合思想、

化归与转化思想、函数与方程思想等；考查数学运算、逻辑推理、直观想象等核心素养；

体现综合性和创新性． 
【答题分析】只要根据圆的性质得到 PAB△ 为直角三角形，进一步推出 60PBA  ．从

而 POB△ 为等边三角形，点 P在 x轴的投影为焦点 2F ，然后利用双曲线的定义即可求得其

离心率；或者通过得到点 P的坐标，代入双曲线方程，即可得到 , ,a b c的关系式，利用
2 2 2b c a  消元后，再转化为关于离心率的方程，亦可求解． 

解法一：设 1F 、 2F 为双曲线C的左、右焦点，焦距为  2 0c c  .根据已知条件作图如下， 

在Rt APB△ 中， 4AB c ， 3PA PB ，可求得 2PB OP OB c   . 

又 2F 为OB的中点，所以 2PF OB ， 2 3PF c .又 1 2 2F F c ，所以 1 7PF c . 

由双曲线的定义得 1 2 7 3 2PF PF c c a    ， 

所以C的离心率
7 3

2

c
e

a


  .  

解法二:在Rt APB△ 中， 4AB c ， 3PA PB ， 

可求得 2PB OP OB c   . 

所以 60PBO  ，不妨设点 P的坐标为  , 3c c ， 

代入方程
2 2

2 2
1

x y

a b
  ，得

2 2

2 2

3
1

c c

a b
  ，又 2 2 2b c a  ，所以

2 2

2 2 2

3
1

c c

a c a
 


，化简，得

A OF1
BF2

P
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4 25 1 0e e   ，解得 2 5 21

2
e


 ，

7 3

2
e


 ，所以C的离心率为

7 3

2

 . 

解法三:在Rt APB△ 中， 4AB c ， 3PA PB ，可求得 2PB OP OB c   . 

所以 60PBO  ，不妨设点 P的坐标为  , 3c c . 

在方程
2 2

2 2
1

x y

a b
  中，令 x c ，得

2b
y

a
  ，所以

2

3
b

c
a

 ， 

又
2 2 2b c a  ，所以

2 2 3 1c a ac   ，化简，得 2 3 1 0e e   ，解得
7 3

2
e


 ， 

所以C的离心率为
7 3

2


. 

【错因分析】误认为焦距是 c；误将双曲线中 , ,a b c的关系记成 2 2 2a b c  ；误认为双曲线

的离心率小于1；计算错误等． 
【难度属性】属于中档题． 

16．球面几何是几何学的一个重要分支，在航海、航空、卫星定位等方面都有广泛的应用．如

图， , ,A B C 是球面上不在同一大圆（大圆是过球心的平面与球面的交线）上的三点，

经过这三点中任意两点的大圆的劣弧分别为  , ,AB BC CA，由这三条劣弧组成的图形称

为球面△ ABC．已知地球半径为 R，北极为点 N， ,P Q是地球表面上的两点．若 ,P Q

在赤道上，且经度分别为东经 40° 和东经80° ，则球面△ NPQ 的面积为      ；若

2 6

3
NP NQ PQ R   ，则球面△ NPQ的面积为      ．（本小题第一空 2 分，第二

空 3 分） 

 

 

【答案】 22
π

9
R ； 2πR  

【考查意图】本小题以球面三角形为学习情境，通过对球面三角形的面积的求解，考查球、

二面角等基础知识；考查空间想象能力、逻辑推理能力、运算求解能力和创新能力等；考

查化归与转化思想、数形结合思想、函数与方程思想等；考查直观想象、逻辑推理、数学

运算、数学抽象等核心素养；体现基础性、综合性和创新性． 
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N'

O

QP

N

Q'P'

N'

O

P

N

Q

【答题分析】第一空只要理解球面三角形的定义，通过几何图形的分割，就能发现当 ,P Q在

赤道上，且经度分别为东经 40和东经80时，二面角 P ON Q  为
2

π
9

，所以球面三角形

的面积恰好是对应的月牙形面积的一半，从而是球的表面积的
1

18
，即可求得第一空结果为

22
π

9
R ；第二空则需要通过前面一空的学习情境，将方法进行迁移，利用割补的思想找到球

面三角形和月牙形的面积以及球的表面积的关系，再求出相应的二面角并利用月牙形的面

积和二面角的关系便能求得第二空结果为 2πR ． 
解：（1）作出球的一条直径 'NN ，由于 ,P Q在赤道上，且经度分别 

为东经 40和东经80，则球面△ NPQ的面积是月牙形 'NPN Q的 

一半，且二面角 P ON Q  为
2

π
9

，所以月牙形 'NPN Q的面积 

是球的表面积的
1

9
，从而球面△ NPQ的面积为 22

π
9
R ； 

（2）如图，作出球的直径 ', ', 'NN PP QQ ，则相应的球面三角形和 
月牙形的面积有如下关系： 

'' QNQ PNPQ Q NPS S S  月牙形球面△ 球面△ ； 

'' PNP QNPQ P QNS S S  月牙形球面△ 球面△ ； 

' ' '' ' ' ' ' NQ N PN P Q Q NPS S S  月牙形球面△ 球面△ ； 

三式相加得， 

' ' ' ' ' ' '

' ' ' ' '

2 NPQ N P Q Q NP P QN Q NP

QNQ P PNP Q NQ N P

S S S S S

S S S

   

  
球面△ 球面△ 球面△ 球面△ 球面△

月牙形 月牙形 月牙形

 

由对称性知， ' ' 'NPQ N P QS S球面△ 球面△
， 

所以 ' ' ' ' '' ' ' '3 QNQ P PNP Q NQ N PNPQ Q NP P QN Q NPS S S S S S S     月牙形 月牙形 月牙形球面△ 球面△ 球面△ 球面△ ， 

因为球面△ NPQ，球面△ 'Q NP，球面△ 'P QN，球面△ ' 'Q NP 恰好组成一个半球， 

所以 2
' ' ' ' 2πNPQ Q NP P QN Q NPS S S S R   球面△ 球面△ 球面△ 球面△ ， 

所以 2
' ' ' ' '2 2π QNQ P PNP Q NQ N PNPQS R S S S   月牙形 月牙形 月牙形球面△

， 

设球心为O，二面角 N QO P  ，二面角Q OP N  ，二面角Q ON P  分别为 , ,   ， 

则 2 2 2 2
' '4π 2 , 4π 2

2π 2πQNQ P PNP QS R R S R R
       月牙形 月牙形 ， 

由对称性知，二面角 ' 'Q ON P  等于二面角Q ON P  ，所以 2
' ' ' 2NQ N PS R月牙形 ， 

下面，我们求 , ,   ，如图，由于
2 6

3
NP NQ PQ R   ，三棱锥O NPQ 为正三棱锥， 

由对称性知，    ，作QT ON ，垂足为T，连接 PT ，则 PT ON ， 

所以 QTP   ，因为
2 6

,
3

NQ R OQ ON R   ，所以，在△OQN 中，由余弦定理得，

2 2 2 1
cos

2 3

OQ ON QN
QON

OQ ON

 
   


，所以, QON 是钝角，所以T在 NO延长线上， 
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P

O

Q

T

N

设OT x ，则 2 2 2 2 2QT OQ OT QN NT    ，即  
2

22 2 2 6

3
R x R R x

 
     

 
， 

解得
1

3
x R ，所以

2 2

3
QT R ，所以

2 2

3
TP R ，所以

3

3
QT TP QP  ， 

在△QTP中，由余弦定理得，
1

cos
2

QTP   ， 

所以
2

π
3

QTP  ，（也可利用等腰三角形进行计算），故
2

π
3

     ， 

所以 2
' ' ' ' ' =4πMNM P PNP M NM P NS S S R 月牙形 月牙形 月牙形 ，球面△MNP的面积为 2πR ． 

【错因分析】不能正确理解题意，对所求解的球面三角形的面积的认识有误，第一空由于

阅读理解能力较差，无法理解相关概念或误认为该球面三角形的面积是球的面积的
1

9
导致

错误；第二空由于无法根据第一空的提示进行有效迁移，不懂如何入手导致错误；或空间

想象能力较差，尽管能得到二面角和相应月牙形面积与球的表面积的关系，但无法通过割

补并利用对称性研究球面三角形和月牙形的面积以及球的表面积的关系等等；计算错误． 
【难度属性】第一空属于中档题，第二空属于难题． 
17．（10 分） 

 在① sin cos 0b A a B  ，② 0cos32cos5  CC ，③ sin sin 2sinB C A  这三个条件

中任选一个，补充在下面问题中，若问题中的三角形存在，求△ ABC的面积；若问题中的

三角形不存在，说明理由． 

 问题：是否存在△ ABC，其内角 , ,A B C 的对边分别为 , ,a b c，且
5

3
cos A ， 4a ，

_______？ 
     注：如果选择多个条件分别解答，按第一个解答计分。 
【考查意图】本题以结构不良问题为载体，主要考查正弦定理、余弦定理、三角形面积公

式及三角恒等变换等基础知识，考查逻辑推理能力、运算求解能力等，考查化归与转化思

想、函数与方程思想等，考查数学运算、逻辑推理等核心素养，体现基础性和综合性．  
【解法综述】只要掌握正弦、余弦定理和面积公式等就能顺利求解，若能选择合适的条件

及相应公式通过合理转化便能快捷解决问题． 
思路一：选① 0cossin  BaAb ，应用正弦定理将其转化为 0cossinsinsin  BAAB ，进

而利用正切求得
3π

4
B  ，结合 cosy x 在 (0, π) 单调递减，得到 πA B  ，与△ ABC内角

和为 π 矛盾，从而不存在符合题意的△ ABC . 
思路二：选① 0cossin  BaAb ，应用正弦定理将其转化为 0cossinsinsin  BAAB ，进

而利用辅助角公式求得
3π

4
B  ，再利用诱导公式求得

2
sin 0

10
C    ，与 sin 0C  矛盾，

从而不存在符合题意的△ ABC . 
思路三：选① 0cossin  BaAb ，应用正弦定理将其转化为 0cossinsinsin  BAAB ，进

而利用正切求得
3π

4
B  ，再根据正弦定理求得

5 2
4

2
b   ，进而得到 AB  ，从而得出矛

盾，不存在符合题意的△ ABC . 
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思路四：选② 0cos32cos5  CC ，应用二倍角公式化简可得
5

5
cos C ，利用同角三角

函数基本关系可得
2 5

sin
5

C  ，
5

4
sin A ，再结合正弦定理可得 2 5c  ，利用诱导公式

及两角和的正弦公式可求得
2 5

sin
5

B  ，从而△ ABC的面积
1

sin 8
2

S ac B  ． 

思路五：选③ sin sin 2sinB C A  ，应用正弦定理将其转化为 2b c a  ，结合余弦定理便

可求得 15bc ，利用同角三角函数基本关系可求得
5

4
sin A ，从而△ ABC 的面积

1
sin 6

2
S bc A  ． 

【错因分析】选①，得到
3π

4
B  后不知从何入手，无法得出矛盾或思维不严谨导致错误；

选②由于计算能力不足，无法求出
5

5
cos C ，导致解题受阻；选③不能将余弦定理中的

2 2b c 变形为  2 2 2 2b c b c bc    求得 15bc ，导致解题受阻等． 

【难度属性】属于中档题． 

18．（12 分） 

数列 na 的前 n项和为 nS ，且  *
1 1 2 Nn n nS S a n     ． 

（1）若数列 1na  不是等比数列，求 na ； 

（ 2 ）若 1 1a  ，在 ka 和 1ka   *Nk 中插入 k 个数构成一个新数列  nb ：

1 2 3 4,1, ,3,5, ,7,9,11, ,a a a a ，插入的所有数依次构成首项为1，公差为 2的等差数列，求 nb
的前50 项和 50T ． 

第 18 题（1） 
【考查意图】本小题主要考查等比数列、递推数列等基础知识，考查运算求解能力、逻辑

推理能力等，考查化归与转化思想、分类与整合思想、函数与方程思想等，考查逻辑推理、

数学运算等核心素养，体现基础性和创新性．  
【解法综述】只要掌握 na 与 nS 的关系，等比数列的定义、通项公式，通过合理的递推转化

即可顺利求解． 
思路一：利用 1 1n n nS S a   将 nnn aSS 211  转化为 121  nn aa ，然后根据问题的提

示，将其变形为 )1(211  nn aa ，结合等比数列的定义进行分类便可得到结论； 

思路二：利用数列与函数的关系，由 nnn aSS 211  可得 2n 时， 11 21   nnn aSS ，

两式相减得 2n 时， 11 22   nnnn aaaa ，将其变形为 11 22   nnnn aaaa ，进而得到

121 22 aaaa nn   ，结合 1n 时， 112 21 aSS  可得 2 12 1a a  ，于是 2n 时，

12 1  nn aa ，将其变形为 11 2( 1)n na a    ，结合等比数列的定义进行分类便可得到结论； 

思路三：同思路二可得 2n 时， 11 22   nnnn aaaa ，从而 1 12( )n n n na a a a    ，由此

可得 1
1 2 12 ( )n

n na a a a
    ，利用累加法可得 1

2 1 1 21 ( )2 2 1n
na a a a a      ，结合当 1n

时， 112 21 aSS  ，得 12 12  aa ，从而 1
1 2)1(1  n

n aa ，结合等比数列的定义进行
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分类便可得到结论； 

【错因分析】不会利用 na 与 nS 的关系，将 nnn aSS 211  转化为 121  nn aa ；或用思

路二得到 2n 时， 11 22   nnnn aaaa 后无法继续变形，导致解题受阻；或得到

121  nn aa 后不会结合等比数列的定义进行分类讨论，说理不够严谨等． 
【难度属性】属于中档题． 
第 18 题（2） 
【考查意图】本小题主要考查等差数列、等比数列及数列求和等基础知识，考查运算求解

能力、逻辑推理能力和创新能力等，考查化归与转化思想、分类与整合思想等，考查逻辑

推理、数学运算等核心素养，体现基础性和创新性．  
【解法综述】只要理解所给数列的定义，掌握等比数列通项公式及前 n项和，等差数列的

通项公式及前 n项和，并能分析出 5021 ,,, bbb  中各项的构成即可顺利求解． 

思路：利用 1 1n n nS S a   将 nnn aSS 211  转化为 121  nn aa ，进而求得 12  n
na .

根据数列特征分析发现， 368321  ， 5045936  ， 4598321  ，

50551045  ，从而 5021 ,,, bbb  中包含 na 的前 9 项及 nc 的前 41 项，再进行分组，利

用等差数列和等比数列的前 n项和公式即可求得 50 2694T  ． 

【错因分析】不能分析出 5021 ,,, bbb  中各项的构成，导致解题受阻；或在求和时出现计算

错误等． 
【难度属性】属于中档题． 

19．（12 分） 

 如图，四棱锥 P ABCD 的底面 ABCD为矩形， E是边 AD上的点， 

2PA AB AE DE   ， 60°PBA PBC    . 

（1）求证：平面 PBE 平面 ABCD； 

（2）求直线 PC和平面 PBD所成角的正弦值.  
 
 
 
 
第 19 题（1） 
【考查意图】本小题主要考查直线与直线、直线与平面、平面与平面的位置关系等基础知

识；考查空间想象能力，逻辑推理能力等；考查化归与转化思想，数形结合思想等；考查

直观想象，逻辑推理等核心素养；体现基础性和综合性．  
【解法综述】只要掌握面面垂直的判定定理，利用面面垂直的性质定理，只要在平面 ABCD
或平面 PBE内找到与两平面交线垂直的直线，即可找到证明面面垂直所需要的线面垂直，

可以结合 AEAB  ，作出正方形 ABFE，取 AF 与 BE的交点O，通过利用三角形的全等证

明 AFPO  ，从而 AF 平面 PBE ，进而得到平面 PBE 平面 ABCD ；也可以结合

PBCPBA  可知 P在底面的射影在 ABC 的平分线上，所以可作 PO 平面 ABCD，然

后证明O在 ABC 的平分线上，从而得到，平面 PBE 平面 ABCD . 
思路一：如图，过点 E作 EF∥ AB，交 BC于点 F ， 

连结 AF 交 BE于点O，连结 PO， PF . 

可以证明四边形 ABFE为正方形，从而 BEAF  ， BFAB  . 

易得 PFPA  ，从而 AFPO  . 
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于是所以 AF 平面 PBE，进而平面 PBE 平面 ABCD .  
思路二：如图，过点 P作 PO 平面 ABCD，垂足为O， 

过点O分别作 ABOG  ， BCOH  ，垂足分别为G，H ， 

连结 PG， PH . 则 AB 平面 POG， 

可得 PBG PBH△ ≌△ ， BHBG  ，  
连结OB，则 OBG OBH△ ≌△ ，从而O在 ABC 的平分线上， 

即O在 BE上，于是 PO 面 PBE， 

进而平面 PBE 平面 ABCD .  
【错因分析】不会根据题目的条件作出适当的辅助线导致解题受阻． 
【难度属性】属于中档题． 
第 19 题（2） 
【考查意图】本小题主要考查直线与直线、直线与平面的位置关系，直线与平面所成角等

基础知识；考查空间想象能力，逻辑推理能力，运算求解能力等；考查化归与转化思想，

数形结合思想，函数与方程思想等；考查直观想象，逻辑推理，数学运算等核心素养；体

现基础性和综合性．  
【解法综述】只要能根据（1）的结果，建立合理的空间直角坐标系，即可利用坐标方法解

决问题；也可以利用等体积法计算点 P到平面 PBD的距离，再根据直线与平面所成角的定

义求出直线 PC和平面 PBD所成角的正弦值. 
思路一：以（1）思路一中的点O为原点，分别 
以 AB， BC，OP为 x轴， y轴， z轴的正方向 
建立如图所示的空间直角坐标系，利用向量方法 

求得平面 BPD的一个法向量
2

(3,2, )
2

n ，  

再利用公式可以求得直线 PC与平面 PBD所成角的正弦值为
2 42

21
.  

思路二：以（1）思路一中的点O为原点，分别以 

OB，OF ，OP为 x轴， y轴， z轴的正方向建立 

如图所示的空间直角坐标系. 用向量方法求得 
平面 BPD的一个法向量 (1,5,1)n ，再利用公式可以 

求得直线 PC与平面 PBD所成角的正弦值为
2 42

21
. 

思路三：利用 BCDPPBDC VV   ，求出点C到平面 PBD的距离为
3

62
h ， 

所以直线 PC与平面 PBD所成角的正弦值为
2 42

21
. 

【错因分析】考生可能存在的错误有：不会利用（1）的结论建立合理的空间直角坐标系；

点的坐标或法向量计算错误等． 
【难度属性】属于中档题． 
20．（12 分） 

 抗癌药在消灭癌细胞的同时也会使白细胞的数量减少．一般地，病人体内白细胞浓度

低于 4000 个 3/mm 时需要使用升血药物进行“升血”治疗，以刺激骨髓造血，增加血液中白

细胞数量．为了解病人的最终用药剂量数 y（1 剂量=25 μg ）和首次用药时的白细胞浓度 x
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（单位：百个 3/mm ）的关系，某校研究性学习小组从医院甲随机抽取了首次用药时白细胞

浓度均分布在 0~4000 个 3/mm 的 47 个病例，其首次用药时的白细胞浓度为 ix （单位：百

个 3/mm ），最终用药剂量数为 iy  1,2, , 47i   ，得到数据   , 1,2, , 47i ix y i   ，数据散点

图如图所示．他们观察发现，这些点大致分布在一条 L形折线（由线段 1L 和 2L 组成）附近，

其中 1L 所在直线是由 Ⅰ 、 Ⅱ 区的点得到的回归直线，方程为 ˆˆ ˆy bx a  ，其中

  

 
1

2

1

ˆ

n

i i
i

n

i
i

x x y y
b

x x





 







， ˆâ y bx  ； 2L 所在直线是由Ⅱ、Ⅲ区的点得到的回归直线，方程

为 0.02 14.64 y x . 

 
 以下是他们在统计中得到的部分数据： 

Ⅰ区：

16

1

4721
i

i ix y


 ，

16
2

1

1706
i

ix


 ，

6

1

1

160
i

ix


 ，

16

1

480i
i

y


 ； 

Ⅱ区：
17

30

4713


 i
i

i yx ，

30
2

17

5134
i

ix


 ，

3

17

0

266
i

ix


 ，

30

17

252i
i

y


 . 

（1）根据上述数据求 ˆˆ,a b的值；（结果保留两位小数） 

（2）根据 L形折线估计，首次用药时白细胞浓度（单位：个 3/mm ）为多少时最终用

药剂量最少？（结果保留整数） 

（3）事实上，使用该升血药的大量数据表明，当白细胞浓度在 0~4000 个 3/mm 时，首

次用药时白细胞浓度越高，最终用药剂量越少．请从统计学的角度分析（2）的结论与实际

情况产生差异的原因．（至少写出两点） 
参考数据： 

2

4721 16 10 30
0.745

1706 16 10

  
 

 
，

2

9434 30 14.5 24
1.889

6840 30 14.5

  
 

 
，

2

9434 30 14.2 24.4
1.214

6840 30 14.2

  
 

 
. 

 30+0.745 10=37.45 ， 24+1.889 14.5 51.39  ， 24.4+1.214 14.2 41.64  . 
第 20 题（1） 

【考查意图】本小题主要考查回归分析等基础知识；考查数学建模能力，运算求解能力，

逻辑推理能力，创新能力以及理解能力等；考查统计与概率思想，函数与方程思想等；考

查数学抽象，数学建模，数据分析和数学运算等核心素养；体现综合性，应用性和创新性． 

【解法综述】只要能根据题意正确读取参考数据，并利用给定的参考公式进行变形，便可
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求得  ˆ,a b． 

思路：由题意可知需要求 30 个点的相关数据，利用参考数据可以求得 14.2, 24.4x y  ，

再利用公式进行变形，便可求得 ˆˆ 41.64, 1.21a b   ． 

【错因分析】考生可能存在的错误有：不能从参考数据读取解题需要的数据；不能正确对

线性回归方程 ˆˆ ˆy bx a  中，
  

 
1 1

2 2 2

1 1

ˆ

n n

i i i i
i i

n n

i i
i i

x x y y x y nxy
b

x x x nx

 

 

  
 

 

 

 
进行变形；计算错误． 

【难度属性】属于中档题．  

第 20 题（2） 

【考查意图】本小题主要考查回归分析等基础知识；考查数学建模能力，运算求解能力，

逻辑推理能力，创新能力以及阅读能力等；考查统计与概率思想，函数与方程思想等；考

查数学抽象，数学建模，数据分析和数学运算等核心素养；体现综合性，应用性和创新性． 

【解法综述】只要准确理解 L形折线的意义，并利用（1）中求得的数据进行运算，即可解

决问题． 

思路：根据（1）知， 1L 的方程为 1.21 41.64  y x .根据 L形折线可知，线段 1L 和 2L 交点

处对应的白细胞浓度为最终用药剂量最少时的首次用药时的白细胞浓度，只需要联立两直

线方程即可得到首次用药时的白细胞浓度为 2195 个 3/mm 时，最终用药剂量最少. 

【错因分析】考生可能存在的错误有：无法读懂题意，不知道线段 1L 和 2L 交点处对应的白

细胞浓度为最终用药剂量最少时的首次用药时的白细胞浓度，计算错误． 

【难度属性】属于中档题．  

第 20 题（3） 

【考查意图】本小题以开放性问题为载体，主要考查回归分析等基础知识；考查数学建模

能力，逻辑推理能力，创新能力以及表达能力等；考查统计与概率思想等；考查数学抽象，

数学建模，数据分析等核心素养；体现综合性，应用性和创新性． 

【解法综述】只要掌握回归分析及抽样的方法，即可解决问题． 

思路：可以从样本以及拟合模型的合理性、科学性等方面分析产生差异的理由. 
【错因分析】考生可能存在的错误有：表达能力不足，无法从样本及拟合模型等方面分析． 

【难度属性】属于中档题．  

21．（12 分） 

已知函数    3 e 2xf x x x   ． 

（1）证明：  f x 恰有两个极值点； 

（2）若   2 3f x ax ≤ ，求 a的取值范围． 

第 21 题（1） 

【考查意图】本小题以初等函数为载体，考查利用导数研究函数的极值等基础知识，考查

运算求解能力、推理论证能力，考查函数与方程思想、分类与整合思想等，考查数学运算
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等核心素养，体现综合性． 

【解法综述】只要掌握基本初等函数的求导公式及导数的运算法则、会用导数研究函数的

极值，便可解决问题． 

思路：求得    ' 2 e 2xf x x     ，对  'f x 再次求导，利用    '' 1 e xf x x   讨论

   ' 1 e xf x x   的性质，从而得到  'f x 在  1,  单调递增，在  , 1  单调递减，结合 

 ' 1 2 e < 0f    ，  ' 0 0f  ，  ' 2 2 0f    即可解决问题． 

【错因分析】考生可能存在的错误有：求导出错；求得    ' 2 e 2xf x x     后不知如何

入手或讨论不完整等． 

【难度属性】属于中档题．  

第 21 题（2） 

【考查意图】本小题以不等式恒成立问题为载体，考查利用导数研究函数的极值、最值，

不等式等基础知识；考查逻辑推理能力，直观想象能力，运算求解能力，创新能力等，考

查函数与方程思想，化归与转化思想，数形结合思想，分类与整合思想等；考查逻辑推理，

直观想象，数学运算等核心素养；体现综合性和创新性． 

【解法综述】只要掌握利用导数研究函数性质的基本思路，具备较强的运算求解能力、逻

辑推理能力和创新能力，并能灵活运用数形结合思想、转化与化归思想找到使得不等式成

立的必要条件，再证明充分性，便可解决问题． 

思路一：通过等价变形，将已知不等式转化为  2 2 3 e 3xax x x    ，构造函数

   2 2 3 e 3xg x ax x x     ，发现  0 0g  ，由此可知 0 是  g x 的一个极小值点，结合

 ' 0 0g  ，在 0x  附近  'g x 左负右正，于是必有  '' 0 0g  ，从而找到必要条件
1

2
a  ，

论证则分为
1

2
a  ，

1
0

2
a  和 0a  三类情况进行讨论．当

1

2
a  时，结合 2e 0xx  可得 

   21
e 3 2 e 3

2
x xg x x x x     ，利用导数容易证明   21

2 3 e 3 0
2

xh x x x x
       
 

，从

而   0g x  ，即   2 3f x ax  ；当
1

0
2

a  时，     2' 2 1 1 e 1xg x ax a x     ， 

    2'' 2 2 1 2 1 exg x ax a x a     ，设    2 2 2 1 2 1x ax a x a      ，可得  x 恰有两

个零点 1 2,x x ，易得 1 20x x  ，且  g x 在  20, x 单调递减，从而  20,x x 时    0 0g x g  ，

得出矛盾；当 0a  时，则  1 e 4 0g    ，可得  1 3f a  与  1 3f a  矛盾； 从而 a的

取值范围为
1

,
2
  

． 

思路二：构造函数     23 e 2 3xg x x ax x     ，则   0g x  ，    '' '' 0 1 2g x g a   ，与

思路一类似得到必要条件
1

2
a  ，论证需分为

1

2
a  ，

1
0

2
a  和 0a  三类情况进行讨论．当

1

2
a  时，易得  g x 在  0, 单调递减，在  ,0 单调递增，从而    0 0g x g  ，即
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  2 3f x ax  ；当
1

0
2

a  时，易知    '' 0 '' 1 0g g   ，从而  ''g x 在  ,0 恰有一个零

点 1x ，且容易得到  g x 在  1,0x 单调递减，进而得到当  1,0x x 时，    0 0g x g  ，与

  0g x  矛盾；当 0a  时，易得  g x 在  0, 单调递增，所以    0 0g x g  ，与   0g x 

矛盾；从而 a的取值范围为
1

,
2
  

．  

思路三：同思路二直接构造函数得到论证也只需分为
1

2
a  ，

1
0

2
a  和 0a  三类情况进

行讨论，当
1

2
a  时，同思路二易得   2 3f x ax  ；当

1
0

2
a  时，利用  2e 1x x x  得

到当
1

2b
a

  时，  '' 0g b  ，从而  ''g x 在  0, 恰有一个零点 1x ，且易得当  10,x x 时，

   0 0g x g  ，得到矛盾；当 0a  时，由   22 5e 1 0g    得到矛盾，从而 a的取值范

围为
1

,
2
  

． 

思路四：构造函数     23 e 2 3xg x x ax x     ，利用   0g x  ，  0 0g  ，得到 0 是  g x

的一个极大值点，进而存在 0  ，使得当  ,0x   时  ' 0g x  ，即
 2 e 2

2
xx

a
x

  
 ，

且当  0,x  时  ' 0g x  ，即
 2 e 2

2
xx

a
x

  
 ， 

设    2 e 2xx
h x

x

  
 ，则  h x 在  ,0 单调递增，在  0,x  单调递减，  

从而
 

0

2 e 2
2 lim

x

x

x
a

x





  
 ，利用导数定义可得

   
0

2 e 2
lim ' 0 1

x

x

x
u

x





  
  ， 

从而
1

2
a  ．而当

1

2
a  时，同思路二易得   2 3f x ax  ；故 a的取值范围为

1
,

2
  

． 

【错因分析】考生可能存在的错误有：不会利用必要性探路将问题分为
1

2
a  ，

1
0

2
a  和

0a  三类情况进行讨论；不会根据题意构造恰当的函数帮助解题；不会利用合适的方法进

行论证． 

【难度属性】属于难题． 

22．（12 分） 

已知椭圆  
2 2

2 2
: 1 0
x y

C a b
a b

    的左、右顶点分别为 ,A B ，O为坐标原点，直线

: 1l x  与C的两个交点和 ,O B构成一个面积为 6 的菱形． 

 （1）求C的方程； 

 （2）圆 E过 ,O B，交 l于点 ,M N ，直线 ,AM AN 分别交C于另一点 ,P Q，点 ,S T满
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足
1

3
AS SP
 

，
1

3
AT TQ
 

，求O到直线 ST和直线 PQ的距离之和的最大值． 

第 22 题（1） 

【考查意图】本小题以椭圆为载体，考查直线的方程、椭圆的标准方程及其简单几何性质

等基础知识；考查运算求解能力；考查数形结合思想，函数与方程思想；考查直观想象，

逻辑推理，数学运算等核心素养；体现基础性、综合性． 

【解法综述】只要掌握直线的方程、椭圆的标准方程及其简单几何性质，能根据图形的对

称性得到 2a  ，再将面积问题转化为长度关系，从而求出直线与椭圆交点的坐标，代入椭

圆方程便可求得椭圆的标准方程． 

思路：先利用对称性易得 2a  ，再根据菱形的面积求得直线 l 与 C 的一个交点

6
1,

2
D
 

  
 

．代入
2 2

2 2
1

x y

a b
  便可求得 2 2b  ，从而得到椭圆的标准方程为

2 2

1
4 2

x y
  ． 

【错因分析】考生可能存在的错误有：不能将面积转化为交点的坐标，或代入方程时计算

错误． 

【难度属性】属于容易题．  

第 22 题（2） 

【考查意图】本小题以最值问题为载体，蕴含定点定值问题，考查直线与圆、椭圆的位置

关系，平面向量等基础知识；考查运算求解能力，逻辑推理能力，直观想象能力和创新能

力等；考查数形结合思想，函数与方程思想，化归与转化思想等；考查直观想象，逻辑推

理，数学运算等核心素养；体现基础性，综合性与创新性． 

【解法综述】利用圆的方程或圆的性质均可得到 ,M N 的纵坐标之积为定值，再根据题意得

到 ,P Q的纵坐标与 ,M N 的纵坐标之间的关系，通过假设直线 PQ的方程并与椭圆联立，借

助韦达定理得到 ,P Q的纵坐标所满足的关系，结合 ,M N 的纵坐标之积为定值，通过计算

可以得到直线 PQ过定点，根据向量关系可得 ST PQ∥ 且直线 ST 也过定点，然后可以利用

数形结合或利用函数方法解决问题． 

思路一：由题意易得MN 为圆 E的直径，从而 1M Ny y   ，进而
1

9AP AQk k   ，设直线 PQ的

方程为  2x my t t    ，  1 1,P x y  2 2,Q x y ，则有
1 2

1 2

1

2 2 9

y y

x x
  

  ，结合韦达定理可

得
14

11
t  ，从而直线 PQ过定点

14
,0

11
G
 
 
 

，由
1

3
AS SP
 

，
1

3
AT TQ
 

，可得 ST PQ∥ ， 

且直线 ST也过定点
13

,0
11

H
  
 

,注意到O位于线段GH 上，可得O到直线 ST的距离与O到

直线 PQ的距离之和的最大值为
27

11
GH  ．  

思路二：先假设直线 AM 的方程为  1 2y k x  ，直线 AN 的方程为  2 2y k x  ，则
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 11,3M k ，  21,3N k ．由题意易得MN 为圆 E的直径，从而 0OM ON 
 

可得 1 2

1

9
k k   ．将

直线 AM 的方程与椭圆联立，可以利用韦达定理也可以通过因式分解得到
2

1
2

1

4 2

2 1P

k
x

k


 


，

进而得到
2

1 1
2 2

1 1

4 2 4
,

2 1 2 1

k k
P

k k

 
   

，同理可得
2

2 2
2 2

2 2

4 2 4
,

2 1 2 1

k k
Q

k k

 
   

．结合 1 2

1

9
k k   可得当

1 2 0k k  时，直线 PQ的方程为  1 2

11 14

18 11
y x

k k
      

，当 1 2 0k k  时，直线 PQ的方

程为
14

11
x  ，从而直线 PQ始终过定点

14
,0

11
G
 
 
 

，由
1

3
AS SP
 

，
1

3
AT TQ
 

，可得 ST PQ∥ ， 

且直线 ST也过定点
13

,0
11

H
  
 

,设直线 PQ的方程为
14

11
x ty  ，可得点O到直线 ST 和直

线 PQ的距离之和为 1 2 2

27

11 1
d d

t
 


，从而当且仅当 0t  ，即 PQ垂直于 x轴时，点O到

直线 ST和直线 PQ的距离之和的最大值为
27

11
． 

思路三：由题意可设  1, MM y ，  1, NN y ．利用圆 E的方程可得 1M Ny y   .易得直线 AM

和直线 AN的方程分别为  2
3
Myy x  ，  2

3
Nyy x  ．将直线 AM 的方程与椭圆联立，

利 用 韦 达 定 理 可 得
2

2

4 18

2 9
M

P
M

y
x

y


 


， 从 而

2

2 2

4 18 12
,

2 9 2 9
M M

M M

y y
P

y y

 
   

． 同 理 可 得

2

2 2

4 18 12
,

2 9 2 9
N N

N N

y y
Q

y y

 
   

． 

当 0M Ny y  时，可得直线 PQ的方程为  
11 14

6 11M N

y x
y y

      
． 

当 0M Ny y  时，直线 PQ的方程为
14

11
x  ，从而直线 PQ始终过定点

14
,0

11
G
 
 
 

，由

1

3
AS SP
 

，
1

3
AT TQ
 

，可得 ST PQ∥ ，且直线 ST 也过定点
13

,0
11

H
  
 

,设直线 PQ的方

程为
14

11
x ty  ，可得点O到直线 ST 和直线 PQ的距离之和为 1 2 2

27

11 1
d d

t
 


，从而当

且仅当 0t  ，即 PQ垂直于 x轴时，点O到直线 ST和直线 PQ的距离之和的最大值为
27

11
． 

思路四：由题意易得MN 为圆 E的直径，从而 1M Ny y   ，进而
1

9AP AQk k   ，显然 ,AP AQk k
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都不为零，设 1

1

AP

t
k

 ， 2

1

AQ

t
k

 ，则 1 2 9t t   ．可设直线 AP和直线 AQ的方程分别为

1 2x t y  ， 2 2x t y  ，从而可得直线 AP与直线 AQ的直线系方程为 

   1 22 2 0t y x t y x           ，即     22
1 29 2 2 0y t t x y x       ， 

与椭圆联立可得       22
1 2

9
4 2 2 0

2
x t t x y x        ． 

进而求得直线 PQ的方程为  1 2

11
7 0

2
x t t y    ．  

从而直线 PQ都经过点
14

,0
11

G
 
 
 

，由
1

3
AS SP
 

，
1

3
AT TQ
 

，可得 ST PQ∥ ， 

且直线 ST也过定点
13

,0
11

H
  
 

,注意到O位于线段GH 上，可得O到直线 ST的距离与O到

直线 PQ的距离之和的最大值为
27

11
GH  ．  

【错因分析】考生可能存在的错误有：不会合理假设直线方程，利用设点的方法运算量大，

运算能力不足导致解题受阻；数学运算素养较差，无法把握正确的运算方向，不能利用韦

达定理进行有效变形，导致运算繁杂无法继续，从而不能证得直线 PQ过定点
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,0
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G
 
 
 

，

导致思路受阻；对向量知识不熟悉，不能得到直线 ST也过定点
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H
  
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；或得到定点后

不懂如何求最值等． 
【难度属性】属于难题．  

 
 
 
 


